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1 序

　数学の中心的な研究対象の一つとして “対称性”という概念がある. 例えば,

相異なる有限個の要素を一列に並べて考える (1, 2, 3, . . . , n という数の組等). そ

して, それらの要素の並び方を入れ替える操作を考えると, その操作全体は “群”

と呼ばれる数学的対象を成す. 相異なる有限個の要素を入れ替える操作全体から

成る群は (有限)置換群と呼ばれる. また, 平坦なユークリッド空間で 2点間の距

離を変えない変換 (等長変換と呼ばれる)を考えると, その変換は平行移動と原

点を中心とする反転, 回転を組み合わせて得られることが分かる. このユーク

リッド空間の等長変換全体をユークリッド運動群と呼ぶ. 空間があれば, その空

間特有の対称性を保つ変換規則として変換群が現れ, 一方で変換群が与えられた

ときに, どの様な空間に作用するかということを考えるのは自然な問題である.

このように, “空間の持つ対称性を記述する群”と “群が与えられたときに, どの

様な空間に作用するか” という問題を研究する数学の分野の一つとして “表現

論”という分野がある. 表現論は数学の代数, 幾何, 解析のすべてにまたがる広

大な研究分野である. 表現論の研究対象の一つとして, 微分方程式の解 (あるい

は解が成す空間) が持つ対称性を考察する問題が研究されている. 表現論は物理

学, 特に量子力学とも深いかかわりを持っている. 例えば, 歴史的に有名な典型

例として水素原子を記述する微分方程式 (シュレディンガー方程式)が挙げられ

る. 水素原子を記述するシュレディンガー方程式は原点を中心とする回転対称性

を持っており, 水素原子の束縛状態を表す波動関数の角運動量は回転群に付随す
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る “表現” を用いて記述され, “表現”を用いた分解が水素原子のスペクトル分解

(対角化)に相当することが知られている. その一方で, (電場ポテンシャルがな

い場合の) 自由電子の散乱状態を記述する自由シュレディンガー方程式に対して

は, フーリエ変換を用いてスペクトル分解 (対角化)が可能であることが知られ

ている. このフーリエ変換もユークリッド運動群のもつ群としての性質から導か

れる “平面波”により記述されていると解釈することが出来る. 数学的散乱理論

とは, 例えば散乱状態にある電磁場中の量子力学的粒子に対して, (無限)遠方か

ら粒子が入射した場合, どの様に散乱されるかを解析する理論である (数学的散

乱理論のより詳しい解説については, 例えば中澤 [1]を参照せよ.) また, 電磁場

が無い場合であっても, 空間自体が曲がっている場合には, その曲がり方に応じ

て量子力学的粒子の散乱が生じる. 空間の曲がりに応じた量子力学的粒子の散乱

の解析もまた数学的散乱理論 (あるいは幾何学的散乱理論)と呼ばれる.

　ユークリッド空間を等長変換という幾何学的対称性に着目して一般化すると,

対称空間という綺麗に曲がった空間が得られる. その中でも, 双曲平面の様に負

に曲がった空間を非コンパクト型対称空間と呼ぶ. 非コンパクト型対称空間上で

はリー群が等長変換として作用し, リー群の構造に基づいた調和解析が研究され

ている. その中でも, 最も重要な研究分野の一つが等長変換に対して不変となる

微分作用素の構造, あるいはその微分作用素の固有関数から成る関数空間の解析

である. より正確にいえば, 全ての不変微分作用素にたいする固有関数 (同時固

有関数)から成る関数空間を考えると, その関数空間には等長変換群が自然に作

用し, 等長変換群の表現空間となる. そして, その表現の諸性質を調べることが

調和解析において中心的な問題となる. 本稿では, 非コンパクト型対称空間上の

調和解析と表現論に基づいた, 同時固有関数に対する数学的散乱理論について,

著者の研究結果を交えて解説する.

2 ユークリッド空間における量子力学的自由粒子の定常散乱

　本節では, ユークリッド空間における量子力学的自由粒子の定常散乱理論につ

いて基本的な結果を振り返る. Rn を n 次元ユークリッド空間とする. また, Rn

の点を x = (x1, x2, · · · , xn) 等と表す. ∆Rn を以下で定義されるユークリッド空

間上のラプラシアンとする.

∆Rn =

n∑
j=1

∂2

∂x2
j

.
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形式的には, ユークリッド空間における量子力学的自由粒子の定常状態はラプラ

シアンの一般化固有関数として表される. 自由 Schrödinger作素H0 = −∆Rn は

D(H0) = {f ∈ L2(Rn);∆Rnf ∈ L2(Rn)}

を定義域とする L2(Rn) 上の自己共役作用素として実現される. このとき, H0

のスペクトルに対しては σ(H0) = σac(H0) = [0,∞) が成り立つことが良く知

られている. そして, 各スペクトルはスペクトルパラメータ κ ∈ R により, κ2 と

表される. 以下では, ユークリッド空間上の調和解析の立場から, κ ∈ R \ {0} の

場合の Agmon-Hörmander [2] による一般化固有関数の特徴付けと, 閾値 (すな

わち κ = 0 の場合) に付随する一般化固有関数の特徴付けについて振り返る.

　始めに, ユークリッド空間上の Agmon-Hörmander型の関数空間を導入する.

全空間 Rn を原点からのユークリッド距離 |x| = (x2
1 + · · ·+ x2

n)
1/2 に応じて以

下のように 2進分解する.

Ω0 = {x ∈ Rn; |x| < 1},

Ωj = {x ∈ Rn; 2j−1 ⩽ |x| < 2j} (j ∈ N).

また, 各集合 Ωj に対する特性関数を χΩj と表す. σ > 0, f ∈ L2
loc(Rn) に対し

て, ノルム ∥ · ∥Bσ(Rn) を以下で定義する.

∥f∥Bσ(Rn) =
∞∑
j=0

2σj
��χΩj

f
��
L2(Rn)

.

このとき,

Bσ(Rn) =
{
f ∈ L2

loc(Rn); ∥f∥Bσ(Rn) < ∞
}

とおくと, ノルム空間 (Bσ(Rn), ∥ · ∥Bσ(Rn)) は Banach空間となる. また,

Banach空間 Bσ(Rn) の双対空間は以下のように実現される: ノルム ∥ · ∥∗,σ を

以下で定義する:

∥f∥∗,σ = sup
R>1

1

Rσ

(∫

|x|<R

|f(x)|2dx

)1/2

.

そして,

B∗
σ(Rn) = {f ∈ L2

loc(Rn); ∥f∥∗,σ < ∞}

とおくとノルム空間 (B∗
σ(Rn), ∥ · ∥∗,σ) は Banach空間となり, 自然に B∗

σ(Rn)

の双対空間の実現となる. また, κ ∈ C に対して

Eκ(Rn) = {f ∈ C∞(Rn);−∆Rnf = κ2f}
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とおく. このとき, ラプラシアンがユークリッド運動群に関して不変な微分作用

素であることから, 関数空間 Eκ(Rn) はユークリッド運動群による変換に関して

閉じており, その表現空間となっている. κ ∈ R \ {0} に対して, Eκ(Rn) の部分

空間 E2
κ(Rn) を以下で定義する.

E2
κ(Rn) =

{
f ∈ Eκ(Rn); ∥f∥∗,1/2 < ∞

}
.

このとき, ノルム空間 (E2
κ(Rn), ∥ · ∥∗,1/2) は Banach 空間となる. また, ノルム

∥ · ∥∗,1/2 の定義に着目すると, 新たに定義した関数空間 E2
κ(Rn) もユークリッド

運動群の表現空間となることが分かる.

定義 2.1. Banach空間 (B∗
σ(Rn), ∥ · ∥∗,σ) において同値関係 ≃ を以下で定義す

る1):

f1 ≃ f2 in B∗
σ(Rn) :⇐⇒ lim

R→∞

1

R2σ

∫

|x|<R

|f1(x)− f2(x)|2dx = 0.

定義 2.2 (Fourier制限作用素). κ ∈ R, f ∈ C∞
0 (Rn) に対して, 球面 Sn−1 上の

関数 Fκf を以下で定める.

Fκf(b) =

∫

Rn

e−iκ⟨x,b⟩f(x)dx.

補題 2.3 (一様 Fourier制限評価). κ ∈ R \ {0} に対して, Fκ は B1/2(Rn) から

L2(Sn−1) への連続線形作用素に一意的に拡張される. さらに, ある正定数 C が

存在し, 任意の κ ∈ R \ {0} に対して以下が成り立つ.

∥Fκf∥L2(Sn−1) ⩽ C|κ|−(n−1)/2 ∥f∥B1/2(Rn) , f ∈ B1/2(Rn).

dσ をユークリッド空間 Rn 上の Lebesgue測度から誘導される Sn−1 上の測度

とする. また, 全測度が 1となるよう dσ を正規化し, それを db とおく. Sn−1 上

の関数 F に対して, ユークリッド空間上の Poisson変換 Pκ を以下で定義する.

PκF (x) =

∫

Sn−1

eiκ⟨x,b⟩F (b)db.

簡単な計算により, κ ∈ R \ {0} に対して F∗
κ = Pκ が成り立ち, 以下が得られる.

補題 2.4. κ ∈ R \ {0} に対して, Pκ は L2(Sn−1) から B∗
1/2(R

n) への連続線形

作用素である. さらに, ある正定数 C が存在し, 任意の κ ∈ R \ {0} に対して以

下が成り立つ.

∥PκF∥B∗
1/2

(Rn) ⩽ C|κ|−(n−1)/2 ∥F∥L2(Sn−1) , F ∈ L2(Sn−1).

1)f ≃ 0 とは, 上記の平均 L2-ノルムの意味で, 無限遠において 0 となることを意味する.
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　 κ ∈ R に対して, Rn 上の初等球関数 ψλ(x) は以下で与えられる.

ψκ(x) =

∫

Sn−1

eiκ⟨x,b⟩db = Pκ1(x).

Jα(z) を α次第一種 Bessel関数とする. また, ωn = vol(Sn−1) とする. このと

き, 極座標表示 x = rb (r > 0, b ∈ Sn−1)のもとで, 初等球関数 ψκ(x) は以下の

ように表される.

ψκ(rb) = ω−1
n (2π)n/2(κr)−

n
2 +1Jn

2 −1(rb).

Bessel関数の無限遠での漸近挙動を用いることで, 以下の補題が得られる.

補題 2.5 (ψκ に対する散乱公式). λ ∈ R \ {0} とする.

C0(κ) = ω−1
n (iκ/2π)−(n−1)/2 とおく. このとき, 以下が成り立つ.

ψκ(x) ≃ |x|−(n−1)/2
{
e+iκ|x|C0(+κ) + e−iκ|x|C0(−κ)

}
in B∗

1/2(R
n).

補題 2.5 の散乱公式は, 初等級関数 ψκ(x) は無限遠において, 運動量 k を持つ内

向きの球面波 e−iκ|x| と外向きの球面波 e+iκ|x| で近似できることを示している.

　以下では, ユークリッド空間上の平行移動による作用が初等球関数と球面波に

どの様な影響を与えるかを振り返る. x0 ∈ Rn を固定し, Fκ,x0(b) = e−iκ⟨x0,b⟩

とおく. このとき, 以下が成り立つ.

Pκ[Fκ,x0
](x) =

∫

Sn−1

eiκ⟨x,b⟩e−iκ⟨x0,b⟩db = ψκ(x− x0)

そして, 平面波で表される Sn−1 上の関数 Fκ,x0
(b) で生成される部分空間に対し

て以下が成り立つ.

定義 2.6. κ ∈ R に対して, L2(Sn−1) の部分空間 Lκ(Sn−1) を以下で定義する.

Lκ(Sn−1) =




r∑
j=1

cje
−iκ⟨xj ,b⟩; r ∈ N, cj ∈ C, xj ∈ Rn


 .

補題 2.7 (稠密性). κ ∈ R \ {0} に対して Lκ(Sn−1) は L2(Sn−1) で稠密.

　ユークリッド空間における球面波 e±iκ|x| への平行移動の作用に関して, 以下

のような漸近評価が成り立つことが良く知られている.

e±iκ|x−x0| = e±iκ|x|e∓iκ⟨x0,bx⟩ +O(|x|−1) (|x| → ∞).

このとき, 補題 2.4, 補題 2.5, 補題 2.7 を組み合わせることで, κ ∈ R \ {0} に対

して以下の結果が得られる. つまり, 初等球関数に対する散乱公式に対して, 平

行移動と極限操作を組み合わせることで, 一般の場合の散乱公式が得られる.
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定理 2.8 (cf. Agmon-Hörmander [2] 2)). κ ∈ R \ {0} とする. このとき,

Poisson 変換 Pκ は L2(Sn−1) から E2
κ(Rn) への位相同型を与える. さらに,

f = PκF (F ∈ L2(Sn−1)) に対して, 以下の散乱公式が成り立つ.

f(x) ≃ |x|−(n−1)/2
∑

w∈{±1}

eiwκ|x|C0(wκ)F (wbx) in B∗
1/2(R

n).

上記の定理中の (幾何学的)散乱公式は, ユークリッド空間は平坦であり, ポテン

シャルによる摂動を考えていないため, 無限遠から入射した粒子がそのまま反対

方向に抜けていくという直感的な理解を数学的に表すものである.

　また, この定理の系として Rellich の定理が得られ, κ ∈ R \ {0} に対して,

E2
κ(Rn) が非自明な極小の解空間となることが従う. 関数空間 B∗

1/2(R
n) は人為

的な関数空間の様に見えるかもしれないが, Rellichの定理から B∗
1/2(R

n) は散

乱理論において自然な対象であることが分かる.

　一方, κ = 0, すなわち連続スペクトルの閾値に対応する場合には, ノルム

∥ · ∥∗,1/2 による一般化固有空間の特徴付けは (n ⩾ 2 のときは)成り立たない.

κ = 0 の場合には, ノルムの指数を 1/2 から n/2 に変えた関数空間

E2
0 (Rn) :=

{
f ∈ Eκ(Rn); ∥f∥∗,n/2 < ∞

}

が境界 Sn−1 上の L2-関数に対する極小な固有空間となる. つまり, スペクトル

(あるいはエネルギー)が 0に退化することで, 一般化固有関数の無限遠での増大

度が変化する. ただし, この場合には E2
0 (Rn) は定数関数のみから成り, Poisson

変換 P0 は L2(B) から E2
0 (Rn) への全射連続写像となるが, 非自明な核をもつ.

3 非コンパクト型対称空間上の調和解析

　ユークリッド空間では, 反転, 回転と平行移動を組み合わせた変換が等長変換

として推移的に作用する. その一方で曲がった空間では, 等長変換としてユーク

リッド空間とは異なる変換が現れる. 例えば, 複素平面における単位開円板を

D1 = {z ∈ C; |z| < 1} とする. D1 上で gP = 4(1− |z|2)−2|dz|2 というリーマ

ン計量を考えて, ユークリッド距離とは異なる距離を D1 上で考えることが出来

る. この計量 (あるいは距離関数)はユークリッド幾何学とは異なる幾何学 (双曲

幾何学と呼ばれる)を D1 上に誘導し, (D1, gP ) は双曲平面のポアンカレディス

2)論文 [2] ではより一般の微分作用素が扱われており, 証明の方法も上記のものとは異なる.
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クモデルと呼ばれている. ここで, 以下のような行列から成る集合 SU(1, 1) を

考える.

SU(1, 1) =

{
g =

(
a b

b a

)
; a, b ∈ C, |a|2 − |b|2 = 1

}
.

そして, 複素数 z に対して g · z を以下の一次分数変換で定義する.

g · z =
az + b

bz + a
.

このとき, この一次分数変換は D1 の各点を D1 に移し, さらに gP から定まる

距離を不変にする, すなわちポアンカレ計量に対する等長変換になっている. ま

た, SU(1, 1) は単なる集合ではなく, 行列の積と逆行列を取る演算について閉じ

ており, 群と呼ばれる構造 (さらにはリー群の構造)を持つ. そして, D1 はリー

群の組による商空間 SU(1, 1)/SO(2) と自然に同一視される. 非コンパクト型対

称空間 X とは, 上記の例で見たようにある条件を満たすリー群の組 (G,K) に

よる商空間 G/K で, G が等長変換として作用するような計量が付随した負に曲

がった空間である. 非コンパクト型対称空間 X 上では, リー群の構造に基づい

た幾何解析や調和解析が盛んに研究されている. 代表的な参考書としては, 非常

に大部であるが Helgason による 3冊 [7], [8], [9] が挙げられる.

　以下では, 対称空間上の調和解析に関連する記号を導入する (記号の用法は基

本的に [9] に従う). X = G/K を非コンパクト型対称空間とする. dx を X 上の

左-G-不変測度とする. o = eK を X の原点とする. G = KAN をリー群 G の

Iwasawa 分解とし, g = Lie(G), a = Lie(A) とする. l = dim a を X のランクと

する. Σ ⊂ a∗ をリー環 g の a に関する制限ルート系とする. Σ+ を正の制限

ルートから成る集合とし, Σ+
0 = {α ∈ Σ+;α/2 /∈ Σ+} とおく. Π を正の単純

ルートから成る集合とする. α ∈ Σ に対して, その重複度を mα とおく. また,

ρ =
∑

α∈Σ+ mαα/2 とおく. a∗reg を制限ルート系に対する a∗ の正則点全体から

成る集合とする. a∗sing = a∗ \ a∗reg とおく. M を A の K における中心化群とす

る. B = K/M とおき, B 上の正規化された K-不変測度を db とする. そして,

Xreg ∋ x �→ (A+(x), bx) ∈ a+ ×B を一般化極座標とする. W を Weyl 群とす

る. Iwasawa分解により g ∈ G に対して, g ∈ K exp(H(g))N となる H(g) ∈ a

が一意的に定まる. (x, b) = (g · o, kM) ∈ X ×B に対して, A(x, b) = −H(g−1k)

と定義する. dH (resp. dλ) を a (resp. a∗) 上の Lebesgue測度に (2π)−l/2 を乗

じた測度とする. また, dn を N 上の (ある種の正規化をした)Haar測度とする.

c(λ) を Harish-Chandra c-関数とする.
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定義 3.1 (Radon 変換). f ∈ C∞
0 (X) に対して, Radon 変換 R を以下で定義

する.

Rf(H, b) = eρ(H)

∫

N

f(keHn · o)dn, (H, b) = (H, kM) ∈ a×B.

定義 3.2 (Helgason-Fourier変換). f ∈ C∞
0 (X) に対して, Helgason-Fourier 変

換 F を以下で定義する.

Ff(λ, b) =

∫

X

e(−iλ+ρ)(A(x,b))f(x)dx, (λ, b) ∈ a∗ ×B.

定理 3.3 (Fourier slice theorem). f ∈ C∞
0 (X) に対して, 以下の等式が成り

立つ.

Ff(λ, b) = Fa[Rf( · , b)](λ).

ただし, Fa はユークリッド空間 a 上の標準的な Fourier変換である.

定義 3.4 (Plancherel定理). Helgason-Fourier 変換 F は以下のユニタリ同型に

一意的に拡張される.

F : L2(X) → L2
W (a∗ ×B, |W |−1|c(λ)|−2dλdb).

ただし, L2
W (a∗ ×B, |W |−1|c(λ)|−2dλdb) は以下のように定義される Hilbert空

間である.

ψ ∈ L2
W (a∗ ×B, |W |−1|c(λ)|−2dλdb)

:⇐⇒ (i) ψ ∈ L2(a∗ ×B, |W |−1|c(λ)|−2dλdb).

(ii)

∫

B

e(iwλ+ρ)(A(x,b))ψ(wλ, b)db =

∫

B

e(iλ+ρ)(A(x,b))ψ(λ, b)db,

w ∈ W, a.e. (x, λ) ∈ X × a∗.

定義 3.5 (Fourier制限作用素). λ ∈ a∗C に対して, C∞
0 (X) を定義域, L2(B) を

値域とする Fourier制限作用素 Fλ を以下で定める.

Fλf(b) =

∫

X

e(−iλ+ρ)(A(x,b))f(x)dx, f ∈ C∞
0 (X).

定義 3.6 (Poisson変換). λ ∈ a∗C, F ∈ L1(B) に対して, F の Poisson 変換 PλF

を以下で定義する.

PλF (x) =

∫

B

e(iλ+ρ)(A(x,b))F (b)db.

8
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このとき, λ ∈ a∗, f ∈ C∞
0 (X), F ∈ L2(B) に対し, 以下が成り立つことに注意

する. ∫

X

PλF (x)f(x)dx =

∫

B

F (b)Fλf(b)db.

定義 3.7 (初等球関数). λ ∈ a∗C に対してX 上の初等球関数 φλ(x) が以下で定

義される:

φλ(x) =

∫

B

e(iλ+ρ)(A(x,b))db.

D(X) を対称空間 X 上の G-不変微分作用素の成す代数とする. また, DW (A)

をリー群 A 上の W -不変な A-不変微分作用素の成す代数とする.

Γ : D(X) → DW (A) を Harish-Chandra 同型とし, D ∈ D(X) に対応する A

上の微分作用素 Γ(D) の表象を Γ(D)(iλ) とおく. λ ∈ a∗C に対して, 同時固有関

数の成すベクトル空間 Eλ(X) を以下で定義する.

Eλ(X) = {f ∈ C∞(X);Df = Γ(D)(iλ)f for all D ∈ D(X)}.

ここで, Eλ(X) は C∞(X) 上の標準的な Fréchet位相に関して, C∞(X) の閉部

分空間となり, Fréchet空間となる. そして, 定義の仕方からリー群 G が自然に

平行移動として Eλ(X) 上に作用し, 表現が定まる. 表現論の中で重要な研究課

題として, 表現の規約性の判定が挙げられるが, 本稿では規約性には詳しく触れ

ない. 例えば, Helgason による参考書 [9] 等を参照のこと.

　最後に対称空間上の Poisson変換に対する散乱公式を述べる際に必要となる

ユニタリ作用素を導入する. λ ∈ a∗ に対して, G のユニタリ表現 (τλ, L
2(B)) を

以下で定義する.

(τλ(g)F )(b) = e(−iλ+ρ)(A(g·o,b))F (g−1 · b), F ∈ L2(B).

このとき, 各 λ ∈ a∗ に対して, ユニタリ表現 τλ は規約かつ τwλ (w ∈ W ) と同

値となることが知られている (例えば [9] を参照). そして, Schurの補題により

以下の絡作用素 Uλ,w の存在が導かれることが知られている.

補題 3.8. w ∈ W , λ ∈ a∗ に対して, (τλ, L
2(B)) から (τwλ, L

2(B))　へのユニ

タリ同型な絡作用素 Uw,λ で以下の性質を満たすものが一意的に存在する.

Uw,λ[e
(−iλ+ρ)(A(g·o, · ))](b) = e(−iwλ+ρ)(A(g·o,b)), g ∈ G.
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4 同時固有関数の特徴付けに関する代表的な先行研究

　非コンパクト型対称空間 X = G/K の境界 B = K/M 上の L2-関数に対する

Poisson 変換の像の特徴付けについて考察する. 非コンパクト型対称空間上の不

変微分作用素に対する同時固有関数の特徴付けに関して, これまで様々な結果が

得られている. Helgason [6] は, 非コンパクト型対称空間上の任意の同時固有関

数は, 境界 B 上の解析的汎関数の Poisson 変換による像として特徴付けられる

ことを予想した (Helgason予想 (あるいは Helgason-岡本予想) と呼ばれる). こ

の予想は Kashiwara et al. [14] により肯定的に解決された. その後, 境界 B 上

の様々な関数空間 (例えば D′(B), C∞(B), Lp(B) 等) の Poisson 変換による像

の特徴付けが研究されている (cf. [3], [4], [5], [11], [15], [16], [17], [19], [23]).

　初めに, 対称空間上の Poisson変換に対する Helgason予想について振り返る.

予想 4.1 (Helgason予想 (cf. [6])). 以下の条件 (4.1) を満たす任意の λ ∈ a∗C に

対して, Poisson変換 Pλ は B 上の解析的汎関数全体から成る位相ベクトル空間

A′(B) から Eλ(X) への位相同型を与える.

−2⟨iλ, α⟩/⟨α, α⟩ /∈ N, α ∈ Σ+. (4.1)

その後, Helgason予想は Kashiwara et al. [14] によって肯定的に解決された.

そして, 次の研究段階として以下のような問題が自然に導かれる.

問題 4.2. 条件 (4.1) をみたす λ ∈ a∗C に対して, 適当な位相ベクトル空間

VB(⊂ A′(B)) と VX(⊂ Eλ(X)) を選ぶことで, 位相同型

Pλ : VB → VX

を構成せよ. (例えば, VB = D′(B), C∞(B), Lp(B) 等.)

始めに, V(B) = D′(B) の結果を振り返る. E(X) の部分空間 E∗(X) を以下で定

義する.

E∗(X) =
{
f ∈ E(X); ∃A > 0 s.t. f(x) = O(eAr(x))

}
.

また, λ ∈ a∗C に対して, 以下のように同時固有関数から成る空間 E∗
λ(X) を導入

する. (位相の詳細は割愛する.)

E∗
λ(X) = E∗(X) ∩ Eλ(X).
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定理 4.3 (Lewis [17] (rank one), Oshima and Sekiguchi [19] (general)). λ ∈ a∗C

が (4.1) を満たすとき, 以下の位相同型を得る.

Pλ : D′(B) → E∗
λ(X).

注意 4.4. Lewis [17] は, ランク 1の場合に, λ が ⟨iλ, α⟩/⟨α, α⟩ /∈ Z かつ simple

という仮定の下で Poisson変換に対する同型を得ている. また, Lewis [17] はラ

ンクが一般の場合に包含関係 Pλ(D′(B)) ⊂ E∗
λ(X) を得ている.

　次に, V(B) = C∞(B) の結果を振り返る. D(G) を G 上の左-G-不変な微分

作用素全体から成る代数とする. また, E(X) を X 上の微分作用素全体から成

る代数とする. このとき, 関数への G-作用 f(x) �→ f(g−1 · x) は自然な準同型写

像 ν : D(G) → E(X) を誘導する. λ ∈ a∗C に対して, Eλ(X) の部分空間 E∞
λ (X)

を以下で定義する. (位相の詳細は割愛する.)

E∞
λ (X) =

{
f ∈ Eλ(X); ∃A > 0 s.t. ∀D ∈ D(G), (ν(D)f)(x) = O(eAr(x))

}
.

定理 4.5 (van den Ban and Schlichtkrull [3]). λ ∈ a∗C が (4.1) を満たすとき,

以下の位相同型を得る.

Pλ : C∞(B) → E∞
λ (X).

　次に, λ が実かつ正則 (すなわち λ ∈ a∗reg) である場合に Poisson 変換 Pλ の

L2-像の特徴づけについて振り返る. Strichartz [24] はスペクトル理論の観点か

ら, 対称空間および等質空間上の不変微分作用素に対する固有関数の特徴付けを

考察した. そのなかで, 実かつ正則なスペクトルパラメータ λ に対して, L2(B)

の Poisson変換 Pλ による像は, Agmon-Hörmander 型のノルムを用いて特徴付

けられることを予想した3).

予想 4.6 (Strichartz予想 [24, Conjecture 4.5]). λ ∈ a∗reg, f ∈ Eλ(X) と仮定す

る. このとき, ある F ∈ L2(B) が存在して f = PλF が成り立つ為の必要十分

条件は, ある y ∈ X (あるいは任意の y) に対して

lim sup
R→∞

1

Rl

∫

B(y,R)

|f(x)|2dx < ∞

が成り立つこと, または

sup
R>0,y∈X

1

Rl

∫

B(y,R)

|f(x)|2dx < ∞

3)Strichartz は論文 [24] において他にもいくつかの予想を提示している.
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が成り立つことである. さらに

lim
R→∞

1

Rl

∫

B(y,R)

|PλF (x)|2dx = γ2
l |c(λ)|2 ∥F∥2L2(B)

が成り立ち, λ に依存しない正定数 C が存在して以下が成り立つ.

C−1 ∥F∥2L2(B) ⩽ |c(λ)|−2 sup
R>0,y∈X

1

Rl

∫

B(y,R)

|PλF (x)|2dx ⩽ C ∥F∥2L2(B) .

(4.2)

　対称空間にランク 1という特別な条件を課した場合には, 超幾何関数や複素

Poisson核に対する具体性に基いた解析により Boussejra and Sami [5, Theorem

A], Ionescu [11, Theorem 1] などで Strichartz 予想が部分的に解決されていた

が, 一般の場合は長らく未解決であった. 特に, 不等式 (4.2) の最右辺の評価に関

しては, ランク 1の場合でさえ精密な評価は得られていなかった. Kaizuka [12]

では, 定常散乱理論の手法を用いることで, Strichartz 予想に対して肯定的な解

答を与えた (第 5節参照). 定常散乱理論の手法を用いることで, 振動する同時固

有関数をスペクトルパラメータに関して一様に評価することが可能となり, 予想

の解決につながった. また, Strichartz予想では λ が実かつ特異な場合は扱われ

ていないが, Kaizuka [13] により, 特異な場合にも退化した特徴づけが得られる

ことが示されている (第 6節参照).

　最後に, λ が (本質的に)非実である場合の, Poisson変換の Lp-像の特徴付け

を振り返る. λ ∈ a∗C に対して, W の部分群 Wλ, W
R
λ を以下で定義する.

Wλ = {w ∈ W ;wλ = λ} , WR
λ = {w ∈ W ;wRe(iλ) = Re(iλ)} .

Poisson変換の Lp 像の特徴づけを記述するために対称空間 X 上の Hardy型空

間Hp
λ(X) を導入する. p ∈ [1,∞], λ ∈ a∗C に対して, ノルム ∥ · ∥Hp

λ
を以下で定

義する.

∥f∥Hp
λ
=




sup
x∈X

φRe(iλ)(x)
−1

(∫

K

|f(kx)|pdk
)1/p

, p ∈ [1,∞)

sup
x∈X

φRe(iλ)(x)
−1|f(x)|, p = ∞

そして, Hardy型空間Hp
λ(X) を以下のように導入する.

Hp
λ(X) =

{
f ∈ Eλ(X); ∥f∥Hp

λ
< ∞

}
.
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定理 4.7 (Ben Säıd et al. [4, Theorem 3.6, Corollary 3.7]). λ ∈ a∗C が次の仮定

を満たすとする.

(A1) ∀α ∈ Σ+, ⟨Re(iλ), α⟩ ⩾ 0, (A2) Wλ = WR
λ .

このとき, Poisson変換は以下の等長同型を与える4).

(i) p ∈ (1,∞] の場合; Pλ : Lp(B) → Hp
λ(X).

(ii) p = 1 の場合; Pλ : C∗(B) → H1
λ(X).

5 同時固有関数に対する定常散乱 : 正則な場合

　この節では, スペクトルパラメータ λ が実かつ正則な場合の結果, すなわち

Strichartz予想に対する肯定的な解答を振り返る. f ∈ L2
loc(X) に対して, ノル

ム ∥ · ∥∗ を以下で定義する:

∥f∥∗ = sup
R>1

1

Rl/2

(∫

B(o,R)

|f(x)|2dx

)1/2

.

ただし, B(o,R) = {x ∈ X; d(x, o) < R}. Banach 空間 (B∗
l/2(X), ∥ · ∥∗) を

B∗
l/2(X) = {f ∈ L2

loc(X); ∥f∥∗ < ∞} により定義する. 実かつ正則なスペクト

ルパラメータ λ ∈ a∗reg に対して, Eλ(X) の部分空間 E2
λ(X) を以下で定義する.

E2
λ(X) = {f ∈ Eλ(X); ∥f∥∗ < ∞} .

このとき, (E2
λ(X), ∥ · ∥∗) は B∗

l/2(X) の閉部分空間であり, Banach 空間となる.

さらに, リー群 G による平行移動作用の表現空間となっている.

　スペクトルパラメータ λ が実かつ正則な場合に以下の結果が成り立ち,

Strichartz予想に対して肯定的な解決が得られた.

定理 5.1 (Kaizuka [12, Theorem 3.6]). λ ∈ a∗reg と仮定する.

(i) λ に依存しない正定数 C が存在し, F ∈ L2(B) に対して以下が成り立つ.

C−1|c(λ)| ∥F∥L2(B) ⩽ ∥PλF∥∗ ⩽ C|c(λ)| ∥F∥L2(B) .

さらに, 平均 L2-ノルムの極限に対して以下が成り立つ.

lim
R→∞

1

Rl

∫

B(o,R)

|PλF (x)|2dx = γ2
l |c(λ)|2 ∥F∥2L2(B) .

ただし, γl = 2−l/4Γ(l/2 + 1)−1/2.

4)[4, Theorem 3.2] では Poisson 変換に対する Fatou 型の定理も得られている.
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(ii) Poisson 変換 Pλ は L2(B) から E2
λ(X) への位相同型を与える.

(iii) f ∈ E2
λ(X) に対して, 逆像 F = P−1

λ f は以下の反転公式で与えられる.

F (b) = lim
R→∞

γ−2
l |c(λ)|−2 1

Rl
Fλ[χB(o,R)f ](b) in L2(B).

ただし, χB(o,R)(x) は B(o,R) の特性関数である.

定義 5.2. B∗
l/2(X) において, 同値関係 ≃ を以下で定義する: f1, f2 ∈ B∗

l/2(X)

に対し,

f1 ≃ f2 in B∗
l/2(X) :⇐⇒ lim

R→∞

1

Rl

∫

B(o,R)

|f1(x)− f2(x)|2dx = 0.

このとき, Poisson 変換に対して以下の散乱公式が成り立つ.

定理 5.3 (Kaizuka [12, Theorem 6.1]). λ ∈ a∗reg, F ∈ L2(B) に対して以下が成

り立つ.

PλF (x) ≃
∑
w∈W

e(iwλ−ρ)(A+(x))c(wλ)[Uw,λF ](bx) in B∗
l/2(X).

ただし, Uw,λ は補題 3.8 において定義された L2(B) 上のユニタリ作用素である.

　先に述べたように, 第 2節のユークリッド空間上のラプラシアンに対する定常

散乱理論の考え方を基に, 主定理が証明される. 対称空間上の Fourier変換と

Poisson変換に対する調和解析と表現論を用いて, 一様 Fourier制限評価や散乱

公式を証明し, それらを組み合わせることで Strichartz予想が解決できた. 特に,

散乱公式の証明に関しては, ユークリッド空間の場合と同様に, 第 1段階として

Harish-Chandra級数展開という漸近展開を用いて, 初等級関数 φλ(x) に対して

散乱公式を示す. そして, 第 2段階として平行移動と極限操作を行うことで一般

の L2-関数 F に対して散乱公式を得るというのが概略である. 大まかな証明の流

れ自体はユークリッド空間と似てはいるが, 証明の要所要所でリー群の表現論が

本質的に用いられている. そして, 第 2節で触れた単独のラプラシアンに対する

散乱公式では, 固有関数は二つの球面波で近似されていたが, 上記の散乱公式は

同時固有関数, すなわち微分方程式系の解に対するものであり, K に関する “球

面波” e(iwλ)(A+(x)) がWeyl群の位数 |W | の分だけ現れる点が本質的に異なる.

6 同時固有関数に対する定常散乱 : 特異な場合

　 Strichartz予想では, スペクトルパラメータが実かつ特異な場合は考察されて

いない. そして, スペクトルパラメータが実かつ正則な場合と, 特異な場合は同
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時固有関数の無限遠での挙動が本質的に異なる. スペクトルパラメータが実かつ

特異な場合には, その退化次数に応じて波動関数の周波数が合流し, 無限遠方で

の減衰度が悪くなる. そこで, [13] では, 退化次数に応じた適切な関数空間を導

入し, [12] で用いられた一様フーリエ制限評価や散乱公式を特異な場合に拡張す

ることにより, Poisson変換 Pλ0 の L2-像を特徴付けた.

　前節の λ が実かつ正則な場合の結果から, 以下の事が読み取れる: λ0 ∈ a∗sing

とし, {λj}∞j=1 ⊂ a∗reg が λj → λ0 (j → ∞) を満たすとする. このとき, 任意の

w ∈ W に対して |c(wλj)| → ∞ (j → ∞). よって, 定理 5.1 (i) より, 非零な

F ∈ L2(B) に対して
��PλjF

��
∗ → ∞ (j → ∞) が成り立つ. また, 定理 5.3 の散

乱公式における係数 c(wλj) もすべて発散する. 実際, 後に述べるように, 非零

な F ∈ L2(B) に対しては, Pλ0
F /∈ B∗

l/2(X) が成り立ち, 同時固有関数に無限遠

での減衰に関して退化が生じる. ユークリッド空間の場合と比較すると, 表 1 の

様な対応関係が見て取れる.

表 1: スペクトルの対応

等質空間 Rn G/K

パラメータ κ ∈ R λ ∈ a∗

不変微分方程式 (系) (−∆Rn)f = κ2f Df = Γ(D)(iλ)f

対称性 Z2 ↷ R W ↷ a∗

正則な場合 R \ {0} a∗reg

特異な場合 {0} a∗sing

　ユークリッド空間上の自由 Schrödinger 作用素に対しては, 一点 0 だけが特

異なスペクトルパラメータである. その一方で, 同時固有関数に対するスペクト

ルの特異集合 a∗sing は, a∗ 内の原点を通る超平面の有限和で表される. 特異集合

a∗sing は c-関数 c(λ) の (実の)特異点集合と一致する. λ0 ∈ a∗sing に対して, c-関

数の特異点の位数に応じた関数空間の指数 ν0 を定めて, Poisson変換 Pλ0
の

L2-像を特徴づける.

　主結果を述べるためにいくつか記号を導入する. σ > 0, f ∈ L2
loc(X) に対し

て, ノルム ∥ · ∥∗,σ を以下で定義する:

∥f∥∗,σ = sup
R>1

1

Rσ

(∫

B(o,R)

|f(x)|2dx

)1/2

.

Banach 空間 (B∗
σ(X), ∥ · ∥∗,σ) を B∗

σ(X) = {f ∈ L2
loc(X); ∥f∥∗,σ < ∞} により

定義する.
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定義 6.1. Banach空間 (B∗
σ(X), ∥ · ∥∗,σ) において同値関係 ≃ を以下で定義する:

f1 ≃ f2 in B∗
σ(X) :⇐⇒ lim

R→∞

1

R2σ

∫

B(o,R)

|f1(x)− f2(x)|2dx = 0.

　以下, λ0 ∈ a∗sing と仮定する. W の λ0 における固定部分群を Wλ0
とする. ま

た, Σ0
λ0

= {α ∈ Σ+
0 ; ⟨α, λ0⟩ = 0} とおく. λ0 における c(λ) の特異性を与える多

項式関数 π0(λ) と, (λ0 の近傍で)滑らかな成分 b0(λ) を以下で定める.

π0(λ) =
∏

α∈Σ0
λ0

⟨α, λ⟩, b0(λ) = π0(iλ)c(λ). (6.1)

また, 正定数 γ0 を以下で定義する.

γ0 =
|Wλ0 |1/2

∂(π0)(π0)

(∫

|H|<1

|π0(H)|2dH

)1/2

.

ただし, ∂(π0) は多項式関数 π0 を表象とする a∗ 上の微分作用素である. さら

に, λ0 に対して指数 ν0 ∈ N を以下で定義する.

ν0 = l + 2|Σ0
λ0
|.

この指数 ν0 に応じたノルム ∥ · ∥∗,ν0/2
を用いて, Poisson 変換の L2-像を特徴付

ける. Eλ0(X) の部分空間 E2
λ0
(X) を以下で定義する.

E2
λ0
(X) =

{
f ∈ Eλ0

(X); ∥f∥∗,ν0/2
< ∞

}
.

このとき, ノルム空間 (E2
λ0
(X), ∥ · ∥∗,ν0/2

) は Banach空間となる. そして, 正則

な場合と同様にリー群 G による平行移動が E2
λ0
(X) 上に作用する.

　以下がスペクトルパラメータが実かつ特異な場合の主結果である.

定理 6.2 (Kaizuka [13]). λ0 ∈ a∗sing と仮定する.

(i) λ0 に依存しない正定数 C が存在し, F ∈ L2(B) に対して以下が成り立つ.

C−1|b0(λ0)| ∥F∥L2(B) ⩽ ∥Pλ0
F∥∗,ν0/2

⩽ C|b0(λ0)| ∥F∥L2(B) .

さらに, 平均 L2-ノルムの極限に対して以下が成り立つ.

lim
R→∞

1

Rν0

∫

B(o,R)

|Pλ0
F (x)|2dx = γ2

0 |b0(λ0)|2 ∥F∥2L2(B) .

(ii) Poisson変換 Pλ0
は L2(B) から E2

λ0
(X) への位相同型を与える.
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(iii) f ∈ E2
λ0
(X) に対して, 逆像 F = P−1

λ0
f は以下の反転公式で与えられる.

F (b) = lim
R→∞

γ−2
0 |b0(λ0)|−2 1

Rν0
Fλ0

[χB(o,R)f ](b) in L2(B).

　一方で, 特異な場合には散乱公式に退化による多項式関数が現れる.

定理 6.3 (Kaizuka [13]). λ ∈ a∗sing, F ∈ L2(B) に対して以下が成り立つ.

Pλ0
F (x) ≃

∑
[w]∈W/Wλ0

e(iwλ0−ρ)(A+(x))a0(x, λ0;w)[Uw,λ0
F ](bx) in B∗

ν0/2
(X).

例 6.4 (A2 型の場合). 制限ルート系が A2 型の場合に, どの様に振幅関数

a0(x, λ0;w) に退化が起こるかを具体的に記述する.

(1) λ0 ∈ a∗sing が ⟨α1, λ0⟩ = 0, ⟨αj , λ0⟩ ̸= 0 (j = 2, 3) を満たす場合 : このと

き, ν0 = 2 + 2 · 1 = 4 であり, a0(x, λ0;w) は A+(x) に関する 1次の多項

式関数となる.

(2) λ0 ∈ a∗sing が ⟨αj , λ0⟩ = 0 (j = 1, 2, 3) を満たす場合, すなわち λ0 = 0 場

合: このとき, ν0 = 2 + 2 · 3 = 8 であり, a0(x, λ0;w) は A+(x) に関する

3次の多項式関数となる.

一般の場合には, 退化次数 ν0 の値の変化は制限ルート系の構造に応じてより複

雑になる.

　ここで, 特異な場合の散乱公式と正則な場合との相違点を述べる. 正則な場合

には, λ ∈ a∗reg のWeyl群 W による軌道の個数は |W | と一致する. 一方, 特異

な場合には, λ0 ∈ a∗sing のWeyl群 W による軌道の個数は |W |/|Wλ0
| と一致す

る. よって, 特異な場合の散乱公式は, 正則な場合の波動関数 {e(iwλ)(H)}w∈W の

一部 (あるいは全部)が合流し, 共鳴を起こすことで振幅が大きくなり退化した,

と解釈することが出来る.

　特異な場合の証明の基本方針は, 実かつ正則な場合と同じで, 一様 Fourier制

限評価と散乱公式を証明することである. ただし, 実かつ正則な場合のそれらの

証明では, 至る所の係数に c(λ), あるいは c(λ)−1 が現れる為, 同じ議論により

直接証明することはできない. そこで, van den Ban and Schlichtkrull [3] や

Narayanan et al. [18] において, スペクトルパラメータが特異な場合の, 初等球

関数 (あるいは超幾何関数) の漸近展開を得るために開発された以下のテクニッ
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クを導入する: λ0 ∈ a∗sing と (6.1) で定義した多項式関数 π0(λ) に対して, 次の

恒等式が成り立つ.

∂(π0)(π0)φλ0 = ∂(π0)[π0(λ)φλ]∥λ=λ0 .

この恒等式を用いることで, 初等球関数 φλ の級数展開 (Harish-Chandra展開)

に現れる, 特異な係数 π0(iλ)
−1 を消し, 無限遠で減衰度が退化した漸近評価が

得られる. 一様 Fourier制限評価についても, 似たアイデアを導入することで λ0

において消えてしまう多項式関数 π0(iλ) を取り除くことが出来る.

7 多時間波動方程式に対する散乱理論

　 [12] と [13] により, 対称空間上の不変微分作用素に付随する同時固有関数に

対する定常散乱に対する基礎理論が完成した. 一方で, Semenov-Tjan-Šanskĭı

[21] は対称空間上の不変微分作用素に対する時間依存する散乱理論 (“波動方程

式”に対する散乱理論)を構築している. ここで, ユークリッド空間上の波動方程

式の初期値問題は以下の様に表されることを確認しておく.




∂2u

∂t2
(x, t) = ∆Rnu(x, t),

u(x, 0) = f1(x),
∂u

∂t
(x, 0) = f2(x).

Semenov-Tjan-Šanskĭı [21] は, 対称空間 X 上の不変微分作用素の成す代数

D(X) に対して, 以下のような微分方程式系に対する “初期値問題”を導入し,

散乱理論を構築した.


∂H(Γ(D))u(x,H) = Dxu(x,H), D ∈ D(X),

(∂H(pj)u)(x, o) = fj(x), 1 ⩽ j ⩽ |W |.

ユークリッド空間上の単独の波動方程式と比較すると, この微分方程式系では

H ∈ a(≃ Rl) が (多次元の)時間パラメータの役割を果たしており, ラプラシア

ンに対する単独の波動方程式の拡張となっている (ランク 1の場合は (修正)波

動方程式と一致する). この微分方程式系は, “multitemporal wave equation”

(直訳すると「多時間波動方程式」)と呼ばれている. 多時間波動方程式に対する

散乱理論に関連する研究としては, 例えば Helgason [10], Phillips-Shahshahani

[20], Shahshahani [22] 等がある. ユークリッド空間上の波動方程式では既知の

性質であっても, 多時間波動方程式に関しては未解決の問題がいくつか知られ,
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現在でも研究が続いている.

[付記] 本稿は, 著者の RIMS研究集会「スペクトル・散乱理論とその周辺」(於:

数理解析研究所, 平成 28年 12月 7日～12月 9日)の講究禄をもとに, 大幅な改

編・修正を加えたものである.
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